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Enkele toetsen voor de hypothese, dat

roep waarnemingen een gsteekproef

uit een Poissonverdeling is.
door dJ. van Klinken

ben stochastische grootheid x bezit een Prissonverdeling,
indien voor x = (,1,2...geldt:

Ex:x]mu———-—-‘i—-e ¢ v o (1)
x !

Hierbij is A  het gemiddelde van de verdeling. Ook het
draat van de spreiding van x (de variantie) is gelijk san A .

In dit memorandum worden enkele toetsen beschreven van
de hypothese Ho, dat een reeks waarnemingen X,..+X een steek-
proef uit een Poissonverdeling met onbekend gemiddelde A is.
De verzameling van alternatieve hypothesen waarvoor de toetsen
onderscheidend zijn, bevat®®s o.a. de hypothesen H ,dat de
waarnemingern ESRRES o uit verdelingen kowmen, waarbi] het
quotient van spreidingskwadraat en gemiddelde groter dan 1 is.
Zoals uit de eerste alinea van deze paragraaf volgt, is dit
quotient voor een Poissonverdeling Jjuist één. Ook zijn de
toetsen onderscheidend voor de alternatieve hypothesen, dat de
waarnemingen uit verschillende Poissonverdelingen afkomstig
zijn.

Daar de toetsen, die in de volgende varagrafen beschreven
zullen vorden, niet wvoor alle waarden van n ,het aantal waar-
nemingen, en m ,de som der waarneminggte gebruiken zijn, zullen
wi]j de volgende gevallen onderscheiden.

mo_ . g o .
a) groot (m = X + Xp+e..+ xn).

n
p) L 1) m en n beide groot,

—~ klein
- 2) m en n of één van beiden klein ,
In § 2 zal het geval a besproken worden, terwijl in § 3

en § 4 b aan de orde komt: § 5 geeft beknopte aflelidingen van

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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enkele der gebruikte formules: § 6 geeft literatuurverwij-
waarnaar door cljfers tussen vierkante haken verwezen

zingen,

ngsmethoden voor 2 ggoon
Il

22 A betrekkallgk groot is kan een
ingsmethode g vorden. Deze benadering is
m

goed bruikbaar wanneer =~ greter dan 5 is.(Vgl.] 51)

Fa! evern

Laat X het gemiddelde van de waarnemingen zijn en verder:
N Xi— Xy2
d = 2 (%m ) . (2)
i=1 X

d i1s afhankelijk van de waarnemingen X, e.X €N is dus, indien
wij alle mogelijke resultaten beschouwen, een stochastische
grootheid, hetgeen wij aangeven door onderstreping: d; de
gevonden waarde wordt zonder onderstreping geschreven. Is H,
juist, dsw.z. komen de waarnemingen uit een poissonverdeling

dan bezit 4 bij benadering een X 2 verdeling met n-1 vrij-
heidsgraden (vgl.[6]). H, zal met onbetrouwbaarheidsdrempel
gevonden waarde d geldt:

X verworpen worden K als voor de
> X2
waarin de bij gegeven &« en n-1 behorende waarde sz in een
tabel van de )( zmverdeling kan worden opzezocht. (zie [11] ).

S 3. exacte methode. (m of n klein).

De toetsingsmethode, dile in deze paragraaf beschreven
zal worden is exact, d.w.zZ. geen benaderingsmethode. In prin-
cipe 1s ze ultvoerbaar voor alle waarden van n en m. In ver-
band met het benodigde rekenwerk is ze echter alleen practisch
te gebruiken, wanneer minstens één der beide getallen m en n

klein is.

De som der waarnemingen m = X4+ Kpeeot X is een
stochastische grootheid (m), daar ze van de waarnemingen af-
hangt. WiJ beschouwen nu al die waarnemingsuitkomsten waarbi]

m een bepaalde vaste waarde m heeft (voor deze waarde wordt

bij toepassing van de toets de bij het experiment gevonden
waarde genomen). Men kan dan bewijzen dat, onder onze hypothese
H de volgende formule geldts

P [ .me.I,i . #’Enmxn ' g o m; HGJ

x, Tooox ] _

In woorden, onder de woorwaarde, dat m de waarde m heeft en
onder hy*oo“chese H,, bezitten de groetheden b PEEEE 4 de doqr
(3) gegeven verdellng.. Dit 1is een multihomiala verdaiﬁlﬂg




valkken verdeeld worden, waarbij de kansen
van elk voorwerp om in de verschillende vakken terecht te ko~
men voor alle vakken even groot zijn. De grootheden x 15 ..&,xn

n de aantallen voorwerpen in het eerste, tweede mene
vakje aan.

In (3) komt de onbekende grootheid A niet meer voor.

De uitvoering van de toets die op deze waarschijnlijk-—
heidegverdeling berust, zetten wij uiteen aan de hand van een
voorbeeld. Veronderstel, dat er 6
som der

met gelijke ka
m voorwerpen Over n

waarnemingen zijn en dat de
waarnemingen 8 is; dus n = 6 enm = 8. 7ij schrijven
nu alle splitsingen van het getal 8 in 6 getallen X....X,

waarbl] echter alleen die splitsingen genoteerd worden waar-
voor geldts

X‘l”}' X5 > Xqeeo 2 X o (4)

~1j krijgen dan tabel I; de gevolgde systematiek is duideli jk.
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Tlke splitsing (d.w.z. elke regel) bevat een aantal groepen
van gelijke getallen. Noem de aantallen gelijke getallen in

elk van de regels k... Kg- In de eerste regel b.v. is k,= 1 en
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kzm 5, in de tweede k=1, ky= 1, k3=: 4. Jedere regel verte-
genwoordigt, indien wij de voorwaarde (4) opheffen, een aan-

tal splitsing

ren met dezelfde waarden van X als in deze regel

_ gtaan, maar nu in alle mogelijke volgorden. Het
ntal V@rﬁchlllende volzgorden (dus het aantal splitsingen),

aa

behorend bij €én regel, is

_ | nl
kqﬁ*”'kﬁﬁ

Nu wordt bij elk van de splitsingen uit tabel 1 de daarbij be-
horende kans P uit (3) berekend en vermeni;vuldigd met de met

die regel corresponderende . Voor iedere regel vwiordt op die

wijze een getal verkregen, dat, mnder Hy en onder de voorwaar-

de m = m, de kans voorstelt op één der door die reg

o, Lawlenlite

woordigde spliteingen. De zo verkregen kansen worden vervolgens

el vertegen-—

geplaatst in een rij naar afdalende waarden van Smx12+X2
(bij iedere regel behoort é&4én waarde van S). Dit is uitge-—
voerd in tabel 1L,

YRR i v
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1501
1998
9004
6003
3001

18007
2251
24010
18007
2401
9005

Er dient nog opgemerkt te worden, dat bij verschillende
splits:.ngen gelijke waarden van S kunnen behorens in dat ge—
val is gerangschikt naar Olelmmende waarden van P.

'Ben kritieke zfne met onbetrouwbaarheid « wordt nu ge-

2 :

2
to X,
" 1
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nd door de splitsingen in de volgorde van tabel II bij
elkaar te nemen tot X nog juist niet overschreden wordte.
Als voorbeeld nemen wij « = 0,05. Vij sommeren nu de kansen
in de laatste kolom van tabel II tot en met de kans, waarbil]

geval behoort de laatste kans die nog gesommeerd wordt, bij de
gplitsing net nwmmer 9. De splitsingen boven de stippellijn

en de splitsinzen die hieruit ontstaan door indices verwlsse-
ling, vormen nu de kritieke gfne. De juiste onbetrouwbaarheld
is iets kleiner dan 0,05, en wel 0,048.

De kritieke z8ne bestaat dus in de eerste plaats uit grote
waarden van S, terwijl van twee regels met gelijke o in de
eerste plaats de regel met de kleinste P bij de kritieke z=oOne
genomen wordt.

Het is verder duidelijk, dat men niet alleen een kritieke
z8nne kan construeren, maar bij gegeven resultaat ook een overw
schrijdingskans kan berekenen. Deze is gelijk aan de onbetrouw.-
baarheid van de kleinste kritieke zbne van het beschreven tyre,
die dit resultaat nog juist bevat.

Voor de berekening van een overschrijdingskans 1is het 1n
het algemeen niet nodig om een volledige tabel, zoals tabel 11
op te stellen, in de regel kan met een gedeelte ervan worden

volstaan.

S 4. Benaderingsmethode voor zeer grote waarden van n en m.
Het kan voorkomen, das men bij een bepaald experiment
een groot aantal waarnemingen verkrijgt, waarbi] ﬁ% 5 is. De
in § 2 beschreven benaderingsmethode is nu niet te gebruiken.
Qok de exacte is veelal voor dit geval wveel te omslachtig.
soms kan nu evenwel met voordeel gebruik gemaakt worden wvan
een methode die berust op het aantal nullen oncder de waarne-

mingen. Het aantal nullen is een stochastische grootheid h. 1
m = m, dat de

T Wiy

Men kan aantonen, dat onder H,y en de voorwaarde
gsom van de waarnemingeén een vaste waarde m heeft, de volgende
benaderingsformule geldt: ' ‘

' e”")\ Ah
Plh="hmn=m Ho]“% Wl ’
D -
waarbij A = ne B is. (Z2ie (2] . (a8l ). - (5)

In woorden: Onder Hy en de conditie, dat de som der waarne-

mingen m is, wordt de verdeling van het aantal nullen h, bij

benadering gegeven door een Poissonverdeling waarvan de para-
_ - g .

ri *I . I

meter mne *  id.
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ntallen nullen wijzen in het algemeen o0p een te

grote sgspreiding in de waarnemingen. Onze kritieke z8ne zal
dug moeten bestaan uit
betrouwbaa

grote waarden van h. Bij gegeven on-

rheid A wordt de kritieke z8re gevormd door de
ny wWaarbij h, het kleinste

~-A yh \ T n
EA— 4% ((A=me T

getal 1g8 weaarvoor
In

o

1 o
remakkelijk met behulp van ecn tafel

&t l d woxr d exl ( 7J .

goor de termen

van de in

Dexi ziljn onafhankelijk verdeeld. De simultane verdeling

TN,

door

(7)

i)

n
Onder H, bezit ook m = E X, een Poissonverdeling en wel

met parameter B,
Hieruit volgt:

P [m=m|HE ] =8 Sml}mm . (8)

o Im -

Nu geldts

}

i

P oLz
P

i

X X . (i = 1‘1&##.}’1), I = m]HO] (9)

i 2 —

De teller van (9) kan vervangen worden door
| | 1; . a’l’l) l HOJ |

daar uit x, = x;(i = 1,..n) volgt, dat m = m is.

Derhalve ise
F [éi = x5, (13 o) | mo=m He] =

}

P [x;, =x;, (1

I




-7

Dit is formuale (3 uit § 3. De exacte toets 1s hlermege bewezene.
(10) stelt een multinomiale verdeling met gelijke kansen
voor. Het is nu bekend ([17] , [9)) dat in dat geval
n (x.- "x")z '

d= 3 —=

1=1 X

asymptotischh een X 2mverdeling met nN-1 vrijheidsgraden bezit.
mee is de geldigheid van de in § 2 uiteengezette benade-
'smethode aangetoond. _

De verdeling van het aantal lege vakken, h, wanneer m
dingen over n vakken verdeeld worden, waarbij de kansen om
in de verschillende vakken terecht te komen gelijk 2zijn,
wordt gegeven door: n-h

P [h=n] = (1) 5_%@..1) (278 (- ill’-‘“ = (11).

m

Nemen n en m onbegrensd toe, terwijl )\ = ne begrensd

blijft, dan geldt:

A
E’[hwh] -~m-éiw~~w~7 C . (12)

Hierop berust de toetsingsmethode in § 4 beschreven. De
afleiding van (11) en (12) vindt men in [2] en [8]) .Voor zover
bekend 1is deze benadering pas dan vwoldoende nauvkeurig, indien

Hie:

ring

m en n beilde zeer groot (b.v. beide groter wvan 100) zijn.
Ovmerking 1. De beschreven toetsen hebben het karakter

van voorwaardelljke toetsen met als voorwaarde m = m. Dit is
evenwel niet essentlieel: de voorwaarde kan geelimineerd wor-
den.

Opmerking 2. Eigenschappen zoals de bruikbaarheid wvoor
verschillende klassen van alternatieve hypothesen worden in

dit memorandum niet besproken.
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